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Resumo

Nas Gltimas décadas, a area de sistemas de controle tem se
tornado cada vez mais estudada, com o intuito de
desenvolver novas técnicas de controle que permitam
garantir estabilidade e um bom desempenho aos sistemas
controlados. A partir desta premissa, este artigo tem por
objetivo apresentar o projeto e a implementacdo de um
sistema de controle para um equipamento de suspensao
ativa de um veiculo. O projeto de controle utiliza
desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matrix
Inequalities — LMIS) e a teoria de Lyapunov para garantir
estabilidade ao sistema realimentado. O sistema dindmico é
representado por um sistema linear em tempo discreto
através de espaco de estados.

Palavras-chave: sistemas de controle, LMIs, espaco de
estados, tempo discreto.

Metodologia e desenvolvimento

Inicialmente, considere o seguinte sistema linear em tempo
continuo descrito através de espa¢o de estados:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Hw(t) 1)

y(©) = Cx(t) 2

sendo que x(t) € R™ é o vetor de estado, x € R™ é a
derivada temporal do vetor de estado x(t), u(t) e R™ éo
sinal de controle, w(t) € R? é a entrada exogena, y(t) €
RP ¢ a saida do sistemae A € R B € R™™ H € R™*1
e C € RP*™ sdo matrizes conhecidas.

O sistema de suspensao ativa

O sistema dinamico a ser controlado é uma suspensao ativa,
pertencente ao Laboratdrio de Pesquisa em Controle (LPC)
da UNESP — Campus Ilha Solteira. O sistema de suspensao
ativa é fabricado pela Quanser® e seu modelo esquematico
esta representado na Figura 1.
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Figura 1. Modelo esquematico da suspensdo ativa
fabricada pela Quanser® (de Oliveira et al., 2014).

O equipamento utilizado possui trés niveis de placas:

e Placa inferior (cinza): representa a pista pela qual o
carro ira se mover;

e Placa do meio (vermelha): representa o chassi do
carro;

e Placa superior (azul): representa o assento do
motorista.

As posicbes das placas cinza, vermelha e azul séo
representadas por z,(t), z,s(t), € zg(t), respectivamente.
Todas essas posicdes sdo medidas através de encoders.

Além disso, para a representa¢ao do sistema apresentado na
Figura 1 séo necessérias as seguintes informagdes (Quanser,
2009): a massa de ¥4 do corpo total do veiculo (Mg = 2,45
kg), a massa do conjunto do pneu (M,s = 1 kg), e suas
respectivas constantes de rigidez da mola (ks = 900 N/me
kys = 2500 N/m) e coeficientes de amortecimento (b =
7,5 Ns/me b, = 5 Ns/m). Por fim, Fc ¢ o sinal de controle
u(t) que representa a forga aplicada por um motor para
tracionar as placas azul e vermelha.

O sistema de suspensdo ativa da Figura 1 pode ser
representado matematicamente por (1), sendo que

_ 0
[ 0 1 0 1 1 [ ]
|_£ _b by | 1
A_ MS N Ms B_ MS
‘| 0 0 0 1 2T 0/
ks bs _kus _bs+bus |_ 1 |
l Mus Mus Mus Mus J l MusJ
cC=[1 0 0 0],
0
| ol z5(t) = zus(8)
H=| 0|,xt= Zs ew(t) = z.(b).
boo |70 = 20 — 2y | €O =HO
M_us Zys

Substituindo os valores das constantes do sistema (M, M,
ks, kys, bs € bys) nas matrizes A, B, H e C, tem-se

0 1 0 -1
4 |-36734 -306 0 3.06
= 0 0 0 1|
900 7.5 —2500 —12.5
0 0
B = 0-48 H = ‘01,c=[1 00 0. @)
-1 5
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A implementacdo no sistema de suspensdo ativa estd
esquematizada na Figura 2.

E

Figura 2. Diagrama utilizado para implementag&o pratica.

A partir da Figura 2, note que a saida (y(t) = z,(t) —
7,s(t)) é medida e enviada para o computador. Essas
informagdes passam por um conversor Analdgico/Digital
(A/D), obtendo o sinal discretizado y(k), para que o
computador possa interpretar esses dados. A técnica de
controle é processada pelo computador, através do software
MatLab/Simulink, para calcular o sinal de controle discreto
u(k). O sinal de controle u(k) passa inicialmente por um
conversor Digital/Analégico (D/A) e depois por um
amplificador de poténcia para obter o sinal de controle
continuo u(t) com energia suficiente para alimentar o
atuador da suspensdo ativa.

Em diversos trabalhos, como por exemplo em (de Oliveira
et al., 2014), utiliza-se 0 modelo continuo do sistema de
suspensdo ativa para realizar o projeto de controle. Essa
consideracdo pode ser feita pois o periodo de amostragem
(T;) utilizado é relativamente pequeno em comparagdo com
a dindmica do sistema mecénico. Em (de Oliveira et al.,
2014) foi utilizado um periodo de amostragem de Ty = 1ms.

Entretanto, um dos objetivos deste trabalho é realizar um
projeto de controle para sistemas em tempo discreto. No
projeto de controle e na implementacdo préatica, sera
considerado um periodo de amostragem de T; = 10ms,
maior que o tempo de amostragem utilizado em (de Oliveira
etal., 2014).

Representacéo do sistema em tempo discreto

Dessa forma, deseja-se determinar o sistema discreto em
espaco de estado equivalente ao sistema continuo em espaco
de estado do sistema de suspensdo ativa. Na literatura,
existem diversos métodos para realizar essa “discretizacdo”.

Por simplificagdo, considere que a entrada exdgena w(t) =
0, tal que o sistema (1) pode ser representado por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) 4)
sendo que a resposta temporal deste sistema é dado por

x(t) = eAt-t)x(t,) + ftto eAtD Bu(r)dr  (5)
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Utilizando o conversor D/A, tem-se que o sinal de controle
pode ser representado por

u(t) = u(kTy) (6)

para kT, <t < (k + 1)T,, sendo que T; é o periodo de
amostragem e k é a amostra. Ou seja, o sinal de controle é
constante durante o periodo de amostragem.

Para encontrar a resposta temporal para este tipo de sinal de
controle (6), em (5) considere que t = (k+ 1T, ety =
kT, tal que

X((k + 1)TS) = eATSX(kTS)
+fk(1Tcs+1)TseA((k+1)Ts—r) Bu(t)dt ()

Como u(t) € constante durante o intervalo de integracéo,
(7) pode ser rescrito como

x((k + DT;) = e*Bx(kT)
N fka;:l)TS e AU+ VT qrRy(kT,)  (8)

Fazendo a seguinte mudanga de variavel
n=I[(k+DT;—1]

Tem-se que dn = —drt, para T = kT, tem-se n = T, e para
T = (k+ 1)T, tem-se n = 0. Logo (8) pode ser rescrito
como

x((k + DTy) = eATox(kTy) + f," e dnBu(kT,)  (9)

Omitindo o periodo de amostragem T, dos termos
x((k + DTy), x(kT,) e u(kT,), pode-se rescrever (9) como

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (10a)
sendo que

A=es ¢ B= fOTSeA" dnB (10b)

ou seja, o sistema em tempo continuo dado em (4) pode ser
representado pelo sistema em tempo discreto dado em (10),
considerando o periodo de amostragem T,. Note que o
periodo de amostragem T interfere no modelo em espago
de estado em tempo discreto (10).

Aparentemente, os calculos de A e B sdo complexos.
Entretanto, o SciLab e o MatLab realizam estes célculos
utilizando o comando “dscr” e “c2d”, respectivamente.

Estudo da estabilidade do sistema

Primeiramente deve-se investigar a estabilidade do sistema
em tempo discreto em malha aberta, ou seja, u(k) = 0. O
sistema dado em (10) pode ser reescrito como

x(k + 1) = Ax(k) 11)

O sistema linear em tempo discreto dado em (11) é
assintoticamente estavel se qualquer uma das condigdes
abaixo for verificada:

) ]lim x(k) — 0, condigdo inicial x(0) arbitréria
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o max|l;(A)| <1, ie{l,..,n}
2

sendo que A(A) representa os autovalores da matriz A. O
SciLab e o MatLab calculam os autovalores de uma matriz
utilizando o comando “spec” e “eig”, respectivamente.

A estabilidade do sistema (11) (ou simplesmente a
estabilidade de A) pode ser também investigada por meio de
uma funcgéo de Lyapunov V (x(k)). Para que o sistema seja
assintoticamente estavel no sentido de Lyapunov, duas
condicOes devem ser verificadas:

V(x(k)) >0,
V(x(k +1)) = V(x(k)) <0,

Considerando uma funcéo de Lyapunov do tipo quadratica,
dada por

vx(k) #0
vx(k) #0

V(x(k)) = x(k)"Px (k)
sendo que P € R™™ é uma matriz simétrica, tem-se que
V(x(k)) = x(k)"Px(k) > 0,vx(k) £0 & P > 0

V(x(k+ 1)) —V(x(k))
=x(k+1D"Px(k +1) — x(k)"Px(k)
= x(k)T(ATPA — P)x(k) < 0

S ATPA-P <0

Observe que uma matriz P = PT € R™" é definida positiva
se  x(K)TPx(k) >0,vx(k) #0 o que implica
que todos os autovalores (ou que todos 0s menores
principais lideres) de P devem ser positivos. Além disso,
tem-se que ATPA — P ¢ definida negativa se —(ATPA —
P) > 0.

O chamado Teorema de Lyapunov adaptado para o caso de
sistemas lineares em tempo discreto pode ser formulado
diretamente em termos de LMIs (Boyd, 1994).

Teorema 1 (Lyapunov) As trajetérias de x(k+ 1) =
Ax(k) convergem para a origem se e somente se existir
uma matriz definida positiva P € R™" tal que ATPA —
P < 0. Nesse caso, diz-se que o sistema é assintoticamente
estavel.

Projeto de controle usando LMIs

De forma geral, o projeto de controle para um sistema
dinamico é realizado quando:

e O sistema em malha aberta é instavel;

e O sistema em malha aberta é estavel, porém apresenta
um desempenho dinamico insatisfatério.

As LMIs também podem ser utilizadas no projeto de uma
lei de controle para o sistema dindmico, de forma que o
controlador projetado estabilize assintoticamente o sistema
dindmico. Além disso, é possivel inserir uma restricdo
denominada taxa de decaimento (p > 0), que esta
diretamente relacionada ao tempo de estabilizacdo do
sistema em malha fechada.
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Uma lei de controle bastante utilizada é dada por
u(k) = Kx(k) (12)

sendo que K € R™ ™. Dessa forma, o sistema (10) em
malha fechada, utilizando a lei de controle (12), pode ser
representado por

x(k +1) = (A + BK)x(k) (13)

A estabilidade do sistema (13) (ou simplesmente a
estabilidade do sistema em malha fechada (A + BK) pode
ser também investigada por meio de uma funcdo de
Lyapunov V(x(k)). Para que o0 sistema seja
assintoticamente estavel no sentido de Lyapunov e possua
taxa de decaimento p, duas condicbes devem ser
verificadas:

V(x(k)) >0,
V(x(k+ 1)) — p?V(x(k)) <0,

Considerando uma funcédo de Lyapunov do tipo quadratica,
dada por

vx(k) #0
vx(k) #0

V(x(k)) = x(k)TPx (k)
sendo que P € R™™ é uma matriz simétrica, tem-se que
V(x(k)) = x(k)"Px(k) > 0,vx(k) 0 < P > 0

V(x(k + 1)) — p?V(x(k))
=x(k+D"Px(k +1)
— p2x(k)TPx(k)
= x()"((A + BK)"P(A + BK)
—p?P)x(k) <0

o (A+ BK)TP(A+ BK) — p?P <0
Aplicando o complemento de Schur, tem-se

(A+ BK)"P(A+ BK) —p?P <0
2
p°P
=
P(A + BK)

Por congruéncia tem-se

T
(AX+§K) P]>0

[P-l 0 ] [ p*P (A + IBK)TP] [P-l 0 ]

0 P UlP(A+BK) 2 0 p?
_[ p*Pt P~'(A + BK)"
~la+BK)P? Pt ]
>0

Realizando as mudancas de variaveis, tal que X = P~ 1 e
M = KX, tem-se

[ p2X (AX + BM)T
(AX + BM) X

Observe que a LMI acima esta descrita em funcéo de X, tal
que X = P~1. Logo, a LMI P > 0 pode ser substituida por
X > 0 (pois por congruéncia P"1PP"1 > 0e P7lpp~1 =
I,P~ =Pl =X, logo X > 0).

>0

Teorema 2 (Estabilidade + Taxa de Decaimento) As
trajetorias de x(k + 1) = (A + BK)x(k) convergem para
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a origem se e somente se existirem uma matriz definida
positiva X € R™™ e uma matriz M € R™" tal que

p2X (AX + BM)T
(AX 4+ BM) X
Nesse caso, diz-se que o sistema é assintoticamente estavel

e possui uma taxa de decaimento p. O controlador é dado
porK = MX™ 1

>0

Em um projeto de controle utilizando LMIs é comum que o
controlador K encontrado pelo software possua ganhos
elevados, impossibilitando que este controlador seja
utilizando em uma implementagéo pratica. Existem diversas
metodologias para a reducéo da norma do vetor K. Uma das
possiveis metodologias é apresentada a seguir.

Teorema 3 (Assuncao et. al., 2007) Dada uma constante
Uo > 0, obtém-se um limitante para a norma do vetor K €
R™ ™ encontrando o valor minimo de B > 0, tal que
KKT < #ﬁolm. Pode-se obter o valor 6timo de 8 através do
seguinte problema de otimizacao:
minimize

M
I
sendo M = KX, X = XT > 0eI,, uma matriz identidade de
dimenséo "m".

I
sujeito a [f/[;" ] >0 e X>pl,

Os Teoremas 2 e 3 podem ser utilizados em conjunto para
projetar um controlador K implementével na prética, que
estabilize e garanta uma taxa de decaimento p ao sistema
em malha fechada.

Resultados e Consideracdes Finais

Utilizando o software ScilLab, considerando um periodo de
amostragem T, = 10ms e as matrizes A e B dadas em (3),
as matrizes A e B sdo dadas a seguir. Além disso, séo
apresentados os autovalores da matriz A.

0941 0,009 0,115 -0,008

A= —-3.419 0953 -0,496 0,043
— | 0,041 0,0004 0,883 0,008
7,815 0,106 —22,206 0,732
0,0000655 A =077 + 0,51i

B = 0,003799 A, = 0,77 - 0,51i
~ [—0,000046|’ A3 =097 + 0,15i
—0,008683 Ay =097 — 0,150

Note que max|1;(A)| < 1, i €{1,...,n}, concluindo que
L

o sistema em malha aberta é estavel. Além disso, o Teorema
1 apresenta uma solugdo factivel, comprovando novamente
que o sistema em malha aberta € estavel.

Utilizando o Teorema 2 para p = 0,991, foi obtida uma
solugdo factivel para as LMIs (utilizando o ScilLab), e o
ganho K encontrado é dado por

K =[821,372 —54,832 94,763 78,043]

Note que, os ganhos do controlador K sdo elevados,
impossibilitando uma implementacdo pratica.
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Agora, utilizando o Teorema 2 e 3 para p = 0,991 e y, =
0,9, foi obtida uma solugdo factivel para as LMIs
(utilizando o MatLab da UNESP-LPC), e o ganho K
encontrado é dado por

K =[51969 —0,107 58,858 0,017]

O controlador K foi implementado no sistema de suspenséo
ativa e o resultado esta apresentado na Figura 3.

Malha Aberia € ——> | Malha Fechada

o
8

Deslocamento (m)
[=]
=4

Tempo (s)

Figura 3. Resposta temporal do sistema de controle em
malha aberta e malha fechada.

Note que o sistema em malha aberta é naturalmente estavel,
porém possui um desempenho dindmico insatisfatério, pois
apresenta muita oscilacdo. O controlador K projetado
através dos Teoremas 2 e 3 garantiram estabilidade e bom
desempenho ao sistema em malha fechada. O periodo de
amostragem utilizado na implementacg&o foi de T, = 10ms.
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